LAHENDUSED 12.KLASS

7 14 | 9 20
18 |11 | IN | M
17 |12 | 1M | N
8 13 | 10 | 19

1. Vastus: Kaks véimalust (vt tabel),
kuskasN=5jaM=6v6iN=6jaM=5

Lahendus:

(5+20)-16

Tabelisse paigutatud tdisarvude 5 kuni 20 summa on =200.

Seega, iihes reas (veerus) paikneva nelja arvu summa on 200 : 4 = 50. Téhtedega tabelis on
kiimneliste kohal mitmeid kordi tdht A ja ainult {iks kord téht C.

Seegaon A=1,C =2 jaD =0. Asendame saadud numbrid tabelisse ja same:

e Esimesestveerust saame, et K+ P =15, K 1B | L 20
e Teisestreastsaame,etP+1+N+M=20. 1P | 11 | 1IN M
e Kolmandastreas saame,etK+2+M+ N = 20. K| 12 11M I N
e Lahutades 2. ja 3. reast saadud vorduste vastavad

pooled, saame, etP-K=1. P 1E 10 1L
e Arvestades 1. veeru tulemust ja viimati saadut, leiame, etP=8 jaK=7.

e Liites 2. ja 3. reast saadud vorduste vastavad pooled, saame,etP+K+ 3+ 2(M +
N)=40,stetM+N=11.

e Viimasestveerust saame, et M+ N + L =20, millest vimast tulemust arvestades
saame, etL=09.

e EtK=7jalL=9,saame 1.reast,etK+B+L=20,stB=4.

e EtP=8jalL=9,saameviimasestreast,etP+E+L=20,stE=3.

e EtM+ N=11javabaks onjaanud vaid numbrid 5 ja 6, tekib 2 vbimalust: kasN =5
jaM=6voiN=6jaM=>5.

7 |14 ]9 20 /7 114 19 20
18 | 11 |15 | 6 18 | 11 |16 |5
17 |12 |16 |5 17 |12 |15 | 6
8 13 | 10 | 19 8 13 |10 | 19

Hindamine:
Leitud tihes reas (veerus) paikneva nelja arvu summa 50 Ip
Leitud,etA=1,C=2jaD=0 Ip
Leitud, et E=3,B=4,K =7, P=8, L =9 mingis jarjekorras 3p
Leitud kaks véimalustkasN=5jaM =6 voiN=6jaM =5 2p



2. Vastus: a) Miinimum on —li

Lahendus:

a) Et g(f(x)):1+(x2—x):x2—x-|—1, siis

F(x):f[g(f(x))]:(x2 —x+1)’ = (x —x+1) = (x> —x +1)(x* =x) =x* = 2x’ + 2x* — X Leiame

tuletise:

F(x)=[( —x+ D —0)]= (2 —x+ 1) (7 —x) + (% —x+ D(x* —x)'=
=2x-D(x*—x)+(x* —x+DRx-1)=2x-1)(2x* —=2x+1)

Leiame tuletise nullkohad (vdimalikud ekstreemumkohad). Et 2x” —2x +1> 0 iga reaalarvu x

korral, siis F(x) =0 parajasti siis, kui 2x—-1=0, st kui x =% . See funktsioon kasvab, kui

x> % ja kahaneb, kui x < % . Et kohal x = % laheb kahanemine iile kasvamiseks, on

tegemist funktsiooni y = F(x) miinimumkohaga. Leiame funktsiooni minimum:
35 -

b) Leiame funktsiooni
G(x)=F(x)~ f(x)=(x" —x+1)(x’ —x) = (x’ —x) = (" = x)(x* —x +1-1) = (x* - x)".

Kuna vaadeldav funktsioon on méaéiratud kogu reaalarvude hulgal R ja (x2 - x)2 >0 iga

reaalarvu x korral, on funktsioon G(x)= F(x)— f(x) kogu oma méidramispiirkonnas

mittenegatiivne.

Hindamine:
Leitud funktsiooni y = F(x) avaldis 2p
Leitud selle funktsiooni voimalikud ekstreemumkohad Ip
Maiératud ekstreemumi liik lp
Leitud ekstremaalne vaartus lp
Leitud funktsiooni G(x) = F(x)— f(x)avaldis lp

Naéidatud, et see funktsioon on kogu oma méédramispiirkonnas mittenegatiivne ~ 1p
7p



3. Vastus: a)iihtegi sobivat lahendust eiole; b) 1987 vdi 2005
Lahendus:
Kasutades 3-ga jaguvuse tunnust, voime oelda, et arv ja tema numbrite summa annavad 3-ga
jagamisel iihe ja sama jadgi.

a) Niitame, et summa n + S(n) + S(S(n)) alati jagub 3-ga:
Kui arv n jagub 3-ga, siis me saame esitada: n = 3k, S(n) = 3m ja S(S(n)) = 3p ja summa:
n+Smn)+S(S(n)) =3k +3m+3p=3(k+m+p)

Kui arv n 3-ga jagamisel annab jdédgiks 1, siis me saame esitada: n = 3k + 1, S(n) =3m + 1
jaS(S(n)) = 3p + 1 ja summa:

n+Sm) +S(Sn)) =3k+1+3m+1+3p+1=3k+3m+3p+3=
3k+m+p+1)

Kui arv n 3-ga jagamisel annab jddgiks 2, siis me saame esitada: n = 3k + 2, S(n) = 3m + 2
jaS(S(n)) = 3p + 2 ja summa:

n+Sm) +S(Sn)) =3k+2+3m+2+3p+2=3k+3m+3p+6=
3(k+m+p+2)

Kuna 2026 ei jagu kolmega siis iihtegi sobivat n véartust ei ole.

b) n < 2026,S(n) < 28,S(S(n)) < 10, S(S(S(N))) <9

Kunan = 2026 — S(n) — S(S(n)) — S(S(S(n))), siis
n>2026—28—10—-9 = 1979

Ehk 2026 = n = 1979

Kasutades 9-ga jaguvuse tunnust, voime Oelda, et arv ja tema numbrite summa annavad 9-ga
jagamisel iihe ja sama jaagi.

Et arv 2026 9-ga jagamisel annab jadgiks 1, siis sobivad ainult need n vairtused, mis 9-ga
jagamisel annavad jadgiks 7.
Arvud mis on selles vahemikus ja annavad 9-ga jagamisel jadgi 7 on:

1987, 1996, 2005, 2014, 2023.
Néitame, et diget summat annavad vaid arvud 1987 ja 2005:
1987 + 25+ 7+ 7 = 2026
1996 + 25+ 7 + 7 = 2035 # 2026
2005+7+7+7=2026



2014 +7+7+7 = 2035 # 2026

2023+7+7+7 =2044 + 2026

Hindamine:

a)

Naidatud, et antud summa alati jagub 3-ga ja tehtud jareldus, et sobivat n vairtust ei ole 3p
b)

Tehtud hinnang arvudele n, S(n), S(S(n)) ja S(S(S(n))) lp
Tahelepanek, et n 9-ga jagamisel peab jddgiks andma 7 Ip
Antud hinnang arvule n ja leitud kdik sobivad arvud sellest vahemikust Ip
Antud dige vastus 1p



p*-(2sin*a+1)-cosa

4. Vastus: b)

2sin’ a

Lahendus:
Kolmnurkade vordhaarsusest jareldub, et |AB| :|AC| ja |AK| :|KB

2

AM|=|MC|.
Asugu konkreetsuse mottes punkt U haaral AB ja punkt V haaral AC (vt joonist).
A M

H
Vordhaarsusest tulenevalt on kdrgus AH iihtlasi ka tipunurga BAC poolitaja. Seega saame, et

/BAH = ZHAC=aja LABH = ZHCA=90" — « . Et vordhaarsete kolmnurkade 4AKB ja AMC
tipunurkade suurus on samuti 2« ja alused AB ja AC on vordse pikkusega, on need kolmnurgad
vordsed ning nende kolmnurkade alusnurkade KAB, KBA, MAC ja MCA suurused on samuti
90 —«.

B

Néditame niliid, et tipp A4 asub sirgel KM. Vaatame nurka KAM. Et
ZKAH = ZKAB + ZBAH =90’ —a+a =90"ja

ZMAH = ZMAC + ZCAH =90" —a+ a =90°, siis LKAM = /KAH + ZMAH =180", mis
iitlebki, et punktid K, 4 ja M asuvad tihel sirgel KM ja kdrgus AH on sirgete KM ja BC iihine
ristloik. Seega on nelinurgas KBCM vastaskiijed KM ja BC paralleelsed. Et
ZBKA=/AMC =2« , on nelinurk KBCM vordhaarne trapets parajasti siis, kui o #45°.
(Vastasel juhul on tegu ristkiilikuga).

Leiame trapetsi pindala. Kuna UV on kolmnurga ABC keskldik, on |[BH|=|HC| = p ja trapetsi
KBCM fihe aluse pikkus on |BC| =2p . Kolmnurgast AHC leiame, et |AH | =p-cota ja
[arf _1 jad _ p

sinag 2 sina 2sin’a

|AC| __ P . Kolmnurgast AMC aga leiame, et |AM | =

- Seega,
sin

trapetsi KBCM teise aluse pikkus on |KM | =2 |AM | = ja selle nelinurga KBCM pindala

sin’

_P
S:M.|AH|:2p+sin2a _p_cota:p2-(2sin2a+1).cosa
2 2sin’ &

on



Hindamine:

Tehtud dige joonis
Néidatud, et punkt 4 asub sirgel KM
Naidatud, et nelinurk KBCM on vordhaarne trapets, kui a = 45°.

Leitud vajalike 16ikude pikkused ja avaldatud nelinurga KBCM pindala



5. Vastus: a)8 b)11 c)8

Lahendus:
a) Saab jaotada m kuhja, millest igaiihes on # kivikest parajasti siis, kui m-n=36ja m>2.
Koik 8 voimalust on kirjeldatud tabelis

m 36 18 12 9 6 4 3 2
n 1 2 3 46 9 1218

b) Kui iihes kuhjas on 10 kivikest, siis kahes tilejdédnud kuhjas on kokku 26 kivikest,
kusjuures viahemalt iihes neist kahes ei tohi olla 10 kivikest ega ka 13 kivikest. Kui iihes
kuhjas on m kivikest, siis teises kuhjas on n =26 — m kivikest. Vdimalused on esitatud tabelis

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 11 12
n 25242322 21 2019 18 17 15 14

c¢) Olgu kivikesed » kuhjas nii, et kdik kuhjad erineksid tliksteisest kivikeste arvu poolest.
Mida vdhem on igas kuhjas kivikesi, seda rohkem kuhjakesi on. Kdige rohkem saab tekkida

(n+1)-n

kuhjakesi, kui neis on kive 1, 2, 3, ..., n — 1 ja n. Kivide arv sellisel juhul oleks . Bt

(n+1)-n

kéesoleval juhul on 36 kivi, saame vorrandi =36 ehk vorrandi n* +n-72=0,

mille ainus positiivne lahend »=8§.

Hindamine:
Leitud vastus 8 kiisimusele a) 2p
Leitud vastus 11 kiisimusele b) 2p
Leitud vastus 8 kiisimusele c) 3p



