LAHENDUSED 11.KLASS

1. Vastus: 504.
Lahendus:

Lahutame avaldised 4 ja B tegureiks:
A=3-3 =303 -1)=3 3 -1)3 +1)=27-26-28=2"-3".7-13;
B=n"-n’=n’(n’-1)n’+1).

Et arvud »’ —1, n’ja n’ +1 on mistahes tdisarvu n korral kolm jirjestikkust tdisarvu, siis
jagub arv B iga tdisarvu n korral kindlasti arvudega 2 ja 3.

Kuin =2, siis B=2"-2"=2(2"-1)(2’ +1)=8-7-9=504. Arv 4 jagub arvuga 504. Seega,

suurim arvude 4 ja B lihine jagaja, mistahes tdisarvu n korral, ei saa olla suurem kui 504.

e Niitame, et B jagub arvuga 8 iga tdisarvu n korral. Kui n on paarisarv, siis 7> jagub
kindlast arvuga 8. Kui n on paaritu arv, siis #»° —1 ja »n’ +1on kaks jirjestikkust
paarisarvu, millest iiks jagub kindlasti arvuga 2 ja teine arvuga 4, st arv B jagub arvuga 8
iga tdisarvu n korral.

e Niitame, et B jagub arvuga 9 iga tdisarvu n korral. Kui n jagub arvuga 3, siis 7> jagub
kindlast arvuga 3°=27 ja seega ka arvuga 9. Kui n=3kxl, siis
=Gk +1) =27k +27k* + 9k +1=9-(3k> +3k* + k) +1 .

Seega juhul n =3k £1 jagub »’ F1, jaka arv B, kindlasti arvuga 9 iga tdisarvu n korral.

e Naiitame, et B jagub arvuga 7 iga tdisarvu n korral. Olgu r jddk, mis tekib arvu n jagamisel
arvuga 7, st n = Tk + r, kus k£ on mingi tdisarv. Sel juhul

w=Tk+rY =TE+3- 7k -r+3-Tk-r* +r =7-(496° +3- 7k - r +3-k-r*)+r
Seega, arvu x> jaguvus arvuga 7 sdltub arvu arvu 7 jadgist m jagamisel arvuga 7, kui
r =17 p+m jap on tédisarv. Leiame need voimalikud jddgid m ja kanname tabelisse

r 0 1 2 3 4 5 6

P01 8 27 64 125216

m 0 1 1 6 1 6 6

Nieme, et 7 annab jagamisel arvuga 7 iihe jadkidest 0, 1 vdi 6. Saame niiiid, et kolmest
jarjestikkusest arvust n° —1, n’ja n’ +1jagub kindlasti iiks, ja seega ka arv B, arvuga 7
iga tdisarvu n korral.

Seega jagub arv B arvuga 504 iga tdisarvu n korral ja see arv 504 on suurim tdisarv, millega
jaguvad nii arv 4 kui ka arv B.



Hindamine:

Arvude 4 ja B tegurdamine

Pdhjendatud, et 504 on avaldise B suurim voimalik jagaja
Naidatud, et B jagub arvuga 8 iga tdisarvu n korral
Naidatud, et B jagub arvuga 9 iga tdisarvu n korral
Naidatud, et B jagub arvuga 7 iga tdisarvu n korral

Pdhjendatud, et 504 on suurim véimalik 4 ja B iihine jagaja



2. Vastus: (0; - 1); (1; 0) ja tiisarvude paarid (a;—a), kus a <-2 véi a>0
Lahendus:

Teisendades esimest vOrrandit, saame, et a +b = (a —b)(a + b) , mis teiseneb samavairseks
vorrandiks (a+b)(1—a+b)=0.

Kui a+b=0, stkui b =—a, saame siisteemi teisest vorratusest vorratuse a*> +2a >0,
mida rahuldavad koik tdisarvud a <=2 voi a >0 . Seega on siisteemi lahenditeks tdisarvude
paarid (a;—a), kus a <=2 vdi a>0.

Kuiaga 1-a+b=0,stkui b=a—-1, siis siisteemi teisest virratusest saame, et a° —a—1<0,
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mille lahendid kuuluvad vahemikku ( ; }, kus tdisarvudest asuvad ainult arvud

a=0jaa=I.

Seega, silisteemi lahenditeks on ka paarid (0; — 1) ja (1; 0).

Hindamine:

Vorrandi esitamine korrutisena, mis vordub nulliga Ip
Tingimusest a + b =0 leitud siisteemi lahendid 3p
Tingimusest 1—a+b =0 leitud siisteemi lahendid 3p



3. Vastus: a) Sellist ei ole véimalik leida; b) %

Lahendus:

Tostes tdese vorduse sin” a + cos” o = 1 mdlemad pooled kuupi, saame, et

1=(sin’ @ +cos’ @)’ =sin® a +3sin* o -cos’ a +3sin’ a -cos* a +cos’ ar =

=sin® a +cos® a +3sin’* @ -cos® a - (sin> a + cos> @) =sin® o + cos’® & + 3sin” a - cos® &

Seega sin® o +cos® a =1-3sin” - cos” « ja tdestatava vdrduse parem pool on esitatav kujul
4-(sin® a+cos’ @) =4—12sin” a-cos” & =4-3-(2sin - cosa)’* =4—3sin’ 2¢r, mis vordub
toestatava vorduse vasaku poolega m.o.t.t.

a) Kuna sina <1 ja cosa <1nurga o mistahes viirtuse korral

ja ei leidu sellist nurka @, mille korral sin @ = cosa =1, on juhul a) kirjeldatud olukord
vOimatu ja kiisitud avaldise védrtust ei saa leida.

b) Tostes vorduse sina+cosa=+/2 mdlemad pooled ruutu, saame, et
sin® @ + 2sin ¢ -cosa +cos” a = 2, millest jireldub, et antud juhul sin2a =1. Kuna

eelneva pdhjal sin®a +cos®a=1-3sin’a-cos’ a =1 —%sin2 2ar, siis antud juhul

sin605+00560{=1—§sin2 2a=1—§~1=l.
Hindamine:
Tdestatud noutud vorratus 3p
PShjendatud, miks antud avaldisel juhul a) vaartus puudub 2p
Leitud juhul b) avaldise vééartus i 2p
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4. Vastus:a)1:2 b)

Lahendus:

Kui kolmnurga ABC kahe nurga suurused on « ja f, aga nende nurkade vastaskiilgede

pikkused vastavalt aja bning a:f=1:2ja a:bZIZ\/g, siis f=2aja b:\/g-a. Kasutades

.. . a b . o .
siinusteoreemi, saame, et = , millest eespoolsaadud vordusi arvestades saame, et

sin sin B

a x/g-a a x/g-a
- =— ehk =
sina  sin2a

sina@  2sina-cosa

3 .
Seega, antud kolmnurga korral 0050627 ja a=30"ning B =60". Jirelikult on selle

kolmnurga kolmanda nurga suurus ¥ =90° ja see nurk asub tipu C juures. Olgu konkreetsuse

mdttes nurk suurusega o =30" tipu 4 juures ning nurk suurusega = 60"tipu B juures (vt

joonist). c

a) Tombame suurima nurga tipust C
vastaskiiljele korguse CH ja mediaani CM.
Et tdisnurkses kolmnurgas ABC on

|AM|=|MC|, siis ZACM = £CAM =30 B
Taisnurksest kolmnurgast CHB saame, et A M N H B
ZHCB=90"-60" =30". Seega

/ZHCM =y —-/ZHCB - ZACM =90" -30"-30" =30°". Kuna nurgapoolitaja CN poolitab nurga

ACB, siis ZACN =ZNCB=90":2=45 ja ZHCN =/AMCN =45 -30"=15". Jiarelikult
poolitab CN ka nurga MCH ja CN asub mediaani ning korguse vahel. Seega
ZHCN:ZHCM =15":30"=1:2.

b) Kuna kolmnurkadel ABC ja HCN on iihine kdrgus CH, siis S ¢ : Sycy =|4B|:|HN|.
Et Syey =3, siis S o =3-|4B|:|HN].

Tahistagu 4 korguse CH pikkust. Taisnurksest kolmnurgast HCN leiame, et |HN| =h-tanl5".
Kuna |AB| = |AH | + |HB| ja tiisnurksetest kolmnurkadest AHC ja BHC saame vastavalt, et



|AH|:h-tan60°:\/§~hja |HB|:h-tan30°=?-h,siis
| 4B =| AH] +|HB| =3 -1 + ?h 443,
Seega on Sapc = 3+ [4B|: [HN| = 3- 22 (h- tan15°) = 22

Hindamine:

Leitud kolmnurga ABC nurkade suurused
Tehtud dige joonis, kus CH, CN ja CM paiknevad diges jarjekorras
Leitud nurkade HCN ja HCM suuruste suhe

Arvutatud kolmnurga ABC pindala



5. Vastus: a)on véimalik; b) ei ole véimalik
Lahendus:

a) On voimalik.
Virvime iilemise pohja servad kolme varviga kordamddda: sini-must-valge.
Kuna 2025 jagub 3ga, siis saame seda teha.

Stimmeetriliselt viarvime ka alumise pohja servad.

Niitid tulevad igas tipus kokku kaks erinevast virvist pohiserva. Seega saab kiilgserva
véarvida kolmanda vérviga, mis erineb neist kahest.

Kuna virvime kiilgservad kolmanda vérviga, siis on igal tahul kdik kolm vérvi
servadena esindatud ja igas tipus tulevad kokku kolme erinevat vérvi serva.

b) Ei ole voimalik, kuna 2026 ei jagu 3ga.
Oletame vastuviiteliselt, et noutud varvimine on voimalik.

Kuna tihest tipust vdljuvad servad peavad olema erinevat vérvi, siis peavad kaks korvuti asuvat
pohiserva olema eri vérvi ning kolmas serv (kiilgserv), mis sellest tipust véljub, peab olema
kolmandat vérvi.

Olgu néiteks kaks kdrvuti asuvat pohiserva sinine ja must ning kolmas (kiilgserv) valge.

Vaatleme prisma iihte kiilgtahku, mille kaks serva on iilalkirjeldatult méératud: iilemine
pohiserv on sinine ja iiks kiilgserv on valge. Alumine pohiserv voib olla ainult sinine voi must
— muidu viljub thest tipust kaks valget serva. Vaatleme mdlemat varianti.

Olgu vaadeldava kiilgtahu iilemine ja alumine pohiservad erinevat virvi, st alumine pohiserv
on must. Siis peab neljas serv selles tahus olema samuti valge (muul juhul viljub iihest tipust
kaks iihesuguse vérviga serva). Kdrvaloleval kiilgrtahul peavad pdhiservad samuti olema sinine
ja must: niilid on lilemine pShiserv must, alumine pdhiserv sinine ning jirgmine kiilgserv jille
valge jne. Saame sellise véirvimise, kus koik kiilgservad on valged ja pdhjade servade vérvid
vahelduvad sinine—must. Kuid selline virvimine ei rahulda tingimust, sest pdhja tahul
puuduvad valged servad.



Olgu niiiid vaadeldava kiilgtahu {ilemise ja alumise pohiservad sama virvi (néiteks, sinised). Et
selles tahus esineksid kdik kolm virvi, peab neljas serv olema must. Lahiskiilgtahul peavad
pohiservad olema valged (muidu viljub iihest tipust kaks ithesuguse vérviga serva) ja teine
kiilgserv peab olema sinine. Jargneval kiilgtahul peavad mdlemad podhiservad olema mustad
ning jargmine kiilgserv valge jne. Tulemuseks on punktis a) kirjeldatud varvimine, kus pohjades
servad on siimmeetriliselt virvitud ja kolm virvi vahelduvad sinine—must—valge. Kuna prisma
2026-nurkne ja 2026 ei jagu 3-ga, tekib vastuolu ning tingimustele vastavat varvimist ei saa
teostada.

Hindamine:

a) Kirjeldatud, kuidas peab servi vdrvima et vdrvimine vastaks tingimustele 3p

b) Pohjendatud, et ndutud varvimine ei ole vdoimalik 4p
7p



